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1 はじめに

オンライン問題は情報が時系列で与えられ、アルゴリズ

ムはその時までに与えられた情報のみを使用して意思決定

を行う問題であり、決定は後で変更することはできない。

オンラインメトリックマッチング問題 [3]はそのような
オンライン問題のひとつである。サーバーと呼ばれる事前

に与えられた頂点の集合と、リクエストと呼ばれる時系列

で与えられる頂点の集合間のマッチングを求める。距離空

間は問題で規定されており、マッチングには頂点間の距離

と等しいだけのコストがかかる。リクエストを全てマッチ

させつつ、コストの和を最小化することが目的となる。こ

れを一般化した問題として、サーバーが容量を持ち、その

個数までのリクエストとマッチできるオンライン輸送問題

[3] がある。距離空間を直線に限定した問題は直線上のオ
ンライン輸送問題 [1] と呼ばれる。文献 [1] はこの問題に
対して、サーバーの数を 𝑘 個とすると、貪欲アルゴリズム

の競合比が 4𝑘 以下であることを示し、さらに 𝑘 ≥ 3の場

合に競合比が 𝑘 以下となる Optimal-Fillアルゴリズムを提
案した。

本論文の結果. 本研究では、直線上のオンライン輸送問題
で 𝑘 = 2の場合を扱う。本論文ではまず貪欲アルゴリズム

の競合比が 3以下であることを示した。これは文献 [1]の
結果を 𝑘 = 2の場合に 8から 3に改善したことになる。ま
た、任意の決定性アルゴリズムの競合比が 3以上となるこ
と、すなわち貪欲アルゴリズムが最適であることを示した。

関連研究. 直線上のオンライン輸送問題で、各サーバーの
容量が 1である特別な場合として直線上のオンラインマッ
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チング問題 [4]が研究されている。この問題に対する競合
比の現在最良の下限は文献 [2]で示された 9.001であるの
に対し、上限は文献 [5] で示された Robust Matching アル
ゴリズムの Θ(log 𝑛) である。

2 定義

まず直線上の 2 サーバーオンライン輸送問題を定義す
る。サーバー 𝑠𝐿 , 𝑠𝑅 (∈ R, 𝑠𝐿 < 𝑠𝑅, 𝑠𝑅 − 𝑠𝐿 = 2𝑑) が事前
に与えられ、それぞれ容量を持っている。2つのサーバー
の容量の合計は 𝑛 であり、各サーバーは容量個までのリ

クエストとマッチできる。リクエスト数も 𝑛であり、時系

列で与えられるリクエスト集合を 𝑅 = 𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑛 ∈ R
と書く。リクエスト 𝑟𝑖 とサーバー 𝑠𝑋 のマッチングには

𝑑 (𝑟𝑖 , 𝑠𝑋 ) = |𝑟𝑖 − 𝑠𝑋 | のコストがかかる。リクエストがアル
ゴリズムで 𝑠𝑋、最適マッチングで 𝑠𝑌 とマッチしているこ

とを ⟨𝑠𝑋 , 𝑠𝑌 ⟩ と表記することがある。
アルゴリズムの性能評価には競合比という指標を用い

る。入力 𝜎 に対するアルゴリズム ALGによって求められ
るマッチングのコストを 𝐴𝐿𝐺 (𝜎)、最適マッチングのコス
トを 𝑂𝑃𝑇 (𝜎) と表記し、𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) = 𝐴𝐿𝐺 (𝜎)

𝑂𝑃𝑇 (𝜎) と定義する。

このとき ALGの競合比が 𝑐 であるとは、任意の入力 𝜎 に

対して 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) ≤ 𝑐 が成り立つことをいう。

直線上の 2サーバーオンライン輸送問題に対して、リク
エストが到着した時点で容量が残っているサーバーのうち

近い方にマッチさせる貪欲アルゴリズムを GREEDYと表
記する。ただしサーバー間のちょうど真ん中のリクエスト

は 𝑠𝐿 にマッチさせるものとする。

3 競合比解析

3.1 GREEDYの競合比解析
紙面の都合上証明は適宜省略する。

補題 1. (−∞, 𝑠𝐿), (𝑠𝑅, +∞) にあるリクエストを含むよう
な任意の入力列 𝜎に対して、そのようなリクエストを含ま

ないかつ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎′) ≥ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) を満たす入力列 𝜎′ が存在
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する。

GREEDY が最初のリクエストをマッチさせたサーバー
に容量が尽きるまで後続のリクエストをマッチさせ続ける

ような入力列を片側優先的と呼ぶ。

補題 2. 任意の片側優先的でない入力列 𝜎 に対して、

𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎′) ≥ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) を満たす片側優先的な入力列 𝜎′ が

存在する。

以上の補題を用いて定理 1を証明する。

定理 1. GREEDYの競合比は 3以下である。

証明. 最初に、2 つのサーバーの容量が等しい場合のみを
解析すれば十分であることを示す。サーバーの容量が必

ずしも等しくない入力を 𝐼 とし、その入力列を 𝜎 とする。

これに対し、サーバー容量が等しい入力 𝐼 とそれに対す

る入力列 �̃� で、𝑅𝑎𝑡𝑒(�̃�) ≥ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) を満たすものを構
成する。入力列 𝜎 のなかで GREEDY と OPT で同じサー
バー 𝑠𝑋 にマッチしているリクエストがあった場合、それ

を削除した入力列を 𝜎′ とし、𝑠𝑋 の容量を 1 減らした入
力を 𝐼 ′ とする。𝐼 ′ において 𝜎′ の各リクエストに対する

GREEDYと OPTの振る舞いは、𝐼 における 𝜎 に対する振

る舞いと同じである。従って 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎′) ≥ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) が成り
立つ。この操作を GREEDY と OPT が同じサーバーに割
り当てるリクエストがなくなるまで行った結果を 𝐼, �̃� と

すると、2つのサーバーの容量は同じになっており、かつ
𝑅𝑎𝑡𝑒(�̃�) ≥ 𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) の条件を満たす。
したがって、リクエスト数を 2𝑚、各サーバーの容量を 𝑚

とできる。補題 2 より前半の 𝑚 個が ⟨𝑠𝐿 , 𝑠𝑅⟩ で後半の 𝑚

個が ⟨𝑠𝑅, 𝑠𝐿⟩ であるような入力列 𝜎 を考えれば良い。前

半の 𝑚 個のリクエストの 𝑠𝐿 との距離を 𝑑𝐿𝑖 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑚)
とし、後半の 𝑚 個のリクエストの 𝑠𝑅 との距離を 𝑑𝑅 𝑗 ( 𝑗 =
1, 2, ..., 𝑚) とおく。補題 1より 𝑑𝐿𝑖 ≤ 𝑑 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑚) であ
り、後半では 𝑠𝐿 の容量が 0であることから 𝑑𝑅𝑖 ≤ 2𝑑 (𝑖 =
1, 2, ..., 𝑚) である。ここで 𝑆 =

∑𝑚
𝑖=1 𝑑𝐿𝑖 +

∑𝑚
𝑗=1 𝑑𝑅 𝑗 とおく

と 𝑆 ≤ 3𝑑𝑚 を満たす。以上より、

𝑅𝑎𝑡𝑒(𝜎) =
∑𝑚

𝑖=1 𝑑𝐿𝑖 +
∑𝑚

𝑗=1 𝑑𝑅 𝑗∑𝑚
𝑖=1 (2𝑑 − 𝑑𝐿𝑖 ) +

∑𝑚
𝑗=1 (2𝑑 − 𝑑𝑅 𝑗 )

=
𝑆

4𝑑𝑚 − 𝑆
=

1
4𝑑𝑚
𝑆 − 1

≤ 3

となるため、GREEDYの競合比は 3以下である。 □

3.2 任意の決定性アルゴリズムの競合比解析

定理 2. 任意の決定性アルゴリズムの競合比は 3 以上で
ある。

証明. 𝑠𝐿 の容量を 𝑘、𝑠𝑅 の容量を 𝑛 − 𝑘 とする。まず最初

の 𝑘 − 1 個のリクエストを 𝑠𝐿 に、𝑛 − 𝑘 − 1 個のリクエス

トを 𝑠𝑅 に送る。これらのリクエストを OPTはそれぞれ全
て 𝑠𝐿 , 𝑠𝑅 にマッチさせる。ここで ALGがそのようにマッ
チさせないリクエストが存在したとすると、アドバーサリ

は残りの 2 つのリクエストを 𝑠𝐿 , 𝑠𝑅 に 1 つずつ送ること
で OPTのコストは 0、ALGのコストは 0より大きくなる。
つまり比が無限大の入力列が提示できた。次にアルゴリズ

ムが全てのリクエストを OPT と同様にマッチさせた場合
を考える。次の 1つのリクエストを 𝑠𝐿+𝑠𝑅

2 に送る。このリ

クエストを ALG がマッチさせたサーバーを 𝑠𝑋、残った

サーバーを 𝑠𝑌 とする。OPT は 𝑠𝑌 にマッチさせ、その後

アドバーサリは 𝑠𝑋 の位置にリクエストを送る。ALGはそ
れを 𝑠𝑌 にマッチさせるほかなく、OPT は 𝑠𝑋 にマッチさ

せる。この入力列の比は 𝑑+2𝑑
𝑑 = 3 となる。以上より任意

の決定性アルゴリズムに対して比が 3以上の入力列が存在
することが示せたので、競合比は 3以上である。 □

4 今後の課題

今後の課題としてサーバー数を 𝑘 個に一般化した問題が

考えられる。この問題については競合比の上限が文献 [1]
で研究されているが、下限については解析がなされてい

ない。
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