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1. 研究背景
1.1 最適輸送問題
最適輸送問題とは、自然数の集合 aaa = {a1,a2, ...,an}と

bbb = {b1,b2, ...,bm}および行列CCC ∈ Rn×Rmが与えられた
とき、以下の条件を満たしかつ ∑(CCCi j ×PPPi j)を最小化す
る行列 PPP ∈ Rn ×Rm を求める問題である。

PPPi j ≥ 0 (1)
m

∑
j=1

PPPi j = a j (2)

n

∑
i=1

PPPi j = bi (3)

最適輸送問題は輸送コストの最小化問題と捉えられる。
すなわち aaa,bbbをある商品の各供給地での供給数および各
消費地での消費数と、PPPi j,CCCi j を供給地 iから消費地 jへ
の輸送数および輸送コストと見る。条件 (1)は消費地か
ら供給地へ逆向きに輸送はできないことを、条件 (2)と
条件 (3)は受給がちょうど満たされることを表す。
本研究では最適輸送問題のソートへの応用を考える。
ソートしたい値の集合 xxx = {x1,x2, ...,xn} に対し、最適
輸送問題への入力を aaa = xxx,bbb = {0,1, ...,n−1}とすると、
PPPxxxは xxxの要素が昇順に並んだベクトルの近似値になる
ことが知られている。以降では bbbを、入力の対応する要
素のソート後順位という意味で「ランク」と呼ぶ。また
行列CCCは以下のように与えることが一般的である。

CCCi j = (ai −b j)
2 (4)

1.2 Sinkhorn Algorithm (SA)
Sinkhorn Algorithm (SA)とは最適輸送問題を効率的に
解くアルゴリズムである。SAの計算手順を以下に示す。

1. 値の初期化：PPP = exp(−λCCC)と初期化する。ただし
λ は正の定数で、expは行列の要素ごとに計算する。
また長さがそれぞれ n,m のベクトル uuu,vvv を 1 で初
期化する（i.e., uuu = {1,1, ...,1}）。

2. 反復計算：次の式で uuu,vvvを更新する。ただし< xxx,yyy >
は二つのベクトル xxx,yyyの内積を表す。

v j =
b j

< PPPi,uuu >
(5)

ui =
ai

< PPPi,vvv >
(6)

これを一定の回数に達するまで反復する。
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3. 解の計算：最適解 PPP∗ は PPP∗ = diag(uuu)PPPdiag(vvv)で与
えられる。ただしベクトル xxxに対し diag(xxx)は xxxを
対角成分とする行列である。

1.3 組み込みシステムにおける SA
SAは組み込みシステムでも利用される。文献 [1]では

高効率な Brain-Computer Interface (BCI)の実現に SAを
利用する。具体的には脳内の運動皮質から取得したデー
タ集合を実際の体の動きのデータ集合とマッチングする
際に SAを利用し、SAをアクセラレータ上で実行する
ことで全体を高速化する。

SAのような数値計算アルゴリズムの組み込みシステ
ムでの効率的な実行には固定小数点化が有効である。固
定小数点化とはプログラム内の浮動小数点演算を固定小
数演算に置き換える操作である。FPGAや ASICへの回
路実装では固定小数点化により浮動小数点演算回路を生
成・利用する必要がなくなる利点がある。固定小数点化
による組み込みシステムの効率化は AI [2]や産業用アプ
リケーション [3]などの応用がある。

2. 課題とアプローチ
2.1 SAの固定小数点化における課題
一般にプログラムの固定小数点化では、計算結果に生

じる誤差を許容できる範囲に収める必要がある。例えば
地球上の天気予報を行うプログラムでは、0.1 °Cの計算
誤差は許容できる可能性があるが 100 °Cの誤差は許容
できない可能性が高い。

SAの固定小数点化で許容できない誤差を生じる原因
の一つは、除算の分母が 0になりうることである。式 (5)
および式 (6)において、分母の真値がごく小さな値のと
きその値の固定小数点化による近似値は桁落ちで 0にな
る。分母が 0の除算は意味をなさないため、それ以降の
結果が得られずこれは許容できない。
2.2 課題に対するアプローチ
本研究ではランクの各値の正規化により SAの固定小

数点化の必要ビット幅を削減する手法を提案する。ここ
で「必要ビット幅」とは、計算途中で除算の分母が桁落
ちにより 0にならない最小のビット幅と定義する。例え
ば通常の計算方法で分母に現れる最小値が 2−30、提案手
法で分母に現れる最小値が 2−20 のとき、必要ビット幅
を 30ビットから 20ビットに削減したと考える。
必要ビット幅削減のための基本アイディアは以下の 2

点である。
1. ランクの各値を正規化すると、除算の分母が大きく
変化する。

2. ランクの各値を正規化しても、それらが昇順に並ん
でいる限り正しいソート結果を得る。
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例えばソートしたい値の集合が xxx = {103,101,105}の場
合を考える。このとき通常ではランクは bbb = {0,1,2}で
あるから、PPPi j = exp(−λ (ai − b j)

2) の (ai − b j)
2 の項は

104程度の値になり結果として PPPi jは非常に小さな値にな
る。一方で bbbの各要素に 100を加え bbb′ = {101,102,103}
とすると、(ai−b j)

2は 101程度に収まり、ソート結果も
正しく {100,101,105}の近似値になる。
2.3 提案手法：正規化によるビット幅削減
基本アイディアに基づき、ランクの平均値を入力の平
均値に揃える手法を提案する。式 (5)および (6)の分母
が桁落ちにより 0にならないためには、少なくとも一周
目（すなわち PPP = exp(−λCCC)が成り立つ時点）で分母が
0でないことが必要である。このためには式 (4)におい
て (ai −b j)

2 を平均的に小さく抑えればよい。提案手法
によりランクと入力の各値が平均的に近くなるため CCCi j

の値を小さく抑えられる。
具体的な計算方法は以下の通りである。ランクの各値
の平均値が b̄、入力の各値の平均が ā のとき、ランク
の各値 bbbi を bbb′i = bbbi − b̄+ ā と正規化する。例えば aaa =

{103,101,105}, bbb = {0,1,2}のとき、ā = 103, b̄ = 1であ
るから bbb′ = {102,103,104}となる。このとき一周目の PPP
の正規化前の値 PPPbefore と正規化後の値 PPPafter は以下のよ
うになり、正規化によりCCCi j の値が大きく減少している。

CCCbefore =

1032 1022 1012

1012 1022 992

1052 1042 1032

 (7)

CCCafter =

1 0 1
1 4 9
9 4 1

 (8)

3. 評価
提案手法によるビット幅削減を評価する実験を行う。
入力データは 0 から 9 までの数値 3 つからなるベクト
ルであり、λ の値は 1.5、反復回数は 100とする。固定
小数点化には Xilinx社の提供する ap_fixedライブラ
リ [4]を通常の C++から使用する。これは高位合成では
なく CPU上で動作するという意味である。また以下で
は提案手法を使わない計算方法を「通常手法」と呼ぶ。
図 1に提案手法による分母最小値と必要ビット幅の変
化を示す。分母最小値とは SAの計算途中で現れた除算
の分母のうち最も小さい値である。提案手法によるビッ
ト幅削減は、通常手法および提案手法での分母最小値を
m1,m2として log2(m1)− log2(m2)で計算する。横軸は入
力データ、縦軸は左側が通常手法での分母最小値と提案
手法での分母最小値、右側が提案手法による削減ビット
幅である。横軸は提案手法による削減ビット幅削減の小
さい順に並んでいる。なお入力データが全て昇順に並ん
でいるが、これは提案手法の有効性が入力データの順序
に依存しないためである。
実験結果から以下の知見が得られる。
1. 入力データの最大値が大きいと通常手法での分母最
小値が小さい傾向にあり、このとき提案手法による
ビット幅削減効果が大きい。

図 1: 提案手法による分母最小値と必要ビット幅の変化

2. 類似する入力データでも通常手法での分母最小値が
大きく異なることがある。例えば {0,0,5}と {0,0,9}
では通常手法の分母最小値が 1032 程度異なる。

3. 提案手法では全ての入力データにおいて分母最小値
を 10−12 以上に抑え込めている。

4. 結論と今後の課題
本研究では SAを固定小数点化した際に除算の分母に

0が現れない最大のビット幅を大幅に削減する手法を提
案した。平均値ベースの正規化により必要ビット幅を最
大で 70ビット以上改善できることが分かった。
今後の課題の一点目はランクの分散の調整によるさら
なる必要ビット幅の改善である。これはランクの各値は
昇順に並んでいれば 1刻みな必要はないことに基づく。
例えば bbb = {1,5,9}でも、出力は入力の昇順ソート結果
の近似値になる。この性質を利用し、入力値の分散が大
きいときにはランクの分散も大きくすることが有効で
ある。例えば aaa = {30,0,777} のとき、ランクの平均値
のみを調整する場合に比べランクの分散も大きくすれば
(ai−b j)

2の最大値を小さく抑えられる可能性がある。こ
のアイディアを用いた具体的な正規化手法および平均値
ベース手法との両立が必要である。
今後の課題の二点目は、既存技術との比較である。SA

のような数値計算アルゴリズムは数値的安定性のために
計算方法を工夫する手法（例：小さな値での除算による
誤差を防ぐために対数領域で計算する）が多数存在する。
それらの手法の固定小数点化の必要ビット幅削減の有効
性や本研究との関連性の議論が必要である。
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