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1 はじめに

ロバスト修復可能最適化 (または，修復可能ロバスト

最適化) は，不確実性を扱う数理最適化の一分野であ

り，Liebchenら [18] が導入した．例えば，通信ネット

ワークを構成したいとき，伝統的な最適化の枠組では

最小費用全域木問題を解く．しかし，未来においてい

くつかのリンクが故障したり，通信費用が変化するこ

ともありうる．そのような場合には，ネットワークを

再計算したくなるかもしれない．その際，新しいネッ

トワークを一から計算し，再び構成することはコスト

がかかるので，できる限り避けたい．

そのような変化に対処するため，ロバスト修復可能

最適化の枠組では，二段階の意思決定を行う．第一段

階では，最小費用であるとは限らないが，未来に起き

うる変化に対してロバストであるような全域木を構成

する．第二段階の前に，変化が起き，意思決定者は変

化の内容をすべて知る．そして，第二段階では，第一

段階で計算した全域木を修正することで，変化後の状

況に合った全域木を得る．全体の目的は，第一段階の

構成費用と第二段階の修正費用の (荷重) 和を最小化す

ることである．

このような問題設定は通信ネットワークのみならず，

スケジューリングや鉄道最適化にも現れる [18]．近年

では，標準的な組合せ最適化問題のロバスト修復可能

バージョンも研究されてきている [1, 2, 5, 6, 10]．

本研究では，不確実性として未来における構造変化を

扱う．すなわち，第二段階の前に変化するものは考え
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ている組合せ構造である．通信ネットワークの例にお

いて，リンク故障は構造変化にあたる．また，第一段

階の意思決定において，不確実性を表現する有限個の

シナリオを知っており，それらの 1つが第二段階の前

に変化として実現する状況を考える．

本研究が扱う問題の最も基本的な形では，入力とし

て，無向グラフ G = (V,E)が与えられる．また，シ

ナリオの数を sとし，各 i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して G

の部分グラフ Gi = (V,Ei)をシナリオとして考え，こ

れも入力として与えられるとする．つまり，各シナリ

オにおいてE \Eiの辺が故障して使えなくなると見な

すのである．各部分グラフ Gi は連結であり，すなわ

ち，Gの全域木を含むと仮定する．このとき，Gの全

域木 T = (V,B)と各 i ∈ {1, 2, . . . , s}に対する Gi の

全域木 Ti = (V,Bi)で，maxi |B △ Bi|ができる限り
小さくなるものを見つけたい (△は対称差を表す)．こ

こで，|B △ Bi|は B と Bi の間の距離 (差分) を表す

ので，maxi |B△Bi|は第二段階の費用に対応する．な
お，すべての全域木の費用 (辺数) は等しいため，この

目的関数では第一段階の費用を無視している．

実際に本研究で考察するのは，以下の判定問題であ

る．すなわち，maxi |B △Bi|を最小化する代わりに，
与えられた自然数 kに対して，maxi |B △Bi| ≤ 2kを

満たすような全域木 T, T1, T2, . . . , Tsが存在するか問う

わけである．ここで，|B| = |V |−1 = |Bi|であるから，
|B △Bi|は必ず偶数であることに注意する．この判定
問題が解ければ，二分探索などを用いることで，最小

化問題も解くことができる．また，最小化問題を解く

ことができれば，その最適値と 2kを比べることでこの

判定問題も解くことができる．つまり，この判定問題

と先の最小化問題は多項式時間等価である．
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ここで，Gi の全域木 Ti = (V,Bi)で |B △ Bi| ≤ 2k

を満たすものが存在することは，|B∩Ei| ≥ |V |−k−1

が成り立つことと同値であることに注意する (補題 1

参照)．

ここまでに述べてきた最も基本的な形は，次のように

マトロイドの設定に一般化できる (マトロイドに関して

必要な定義は次項で述べる)．M = (E, I)をマトロイ
ド (Iは独立集合族)であるとする．Mの基族をB(M)

で表す．B(M)の要素 (基) の要素はすべて同じサイズ

を持ち，そのサイズはM のランクと呼ばれる．集合

X ⊆ E に対して，rk(X) = max{|I| | I ∈ I, I ⊆ X}
とする．

本論文の研究対象は次の問題である．

ロバスト修復可能マトロイド基問題

入力 ランクが rのマトロイドM = (E, I)，s個

の部分集合E1, E2, . . . , Es ⊆ E (ただし，任

意の i ∈ {1, 2, . . . , s} に対して rk(Ei) = r

を満たす)，正の整数 k．

出力 任意の i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して |B ∩Ei| ≥
r − k を満たす基 B ∈ B(M)．

マトロイドMがグラフ G = (V,E)から得られると

き (グラフ的マトロイドであるとき)，rはGの極大森の

辺数，IはGの森の辺集合全体の族，B(M)はGの極大

森の辺集合全体の族，rk(Ei)は部分グラフGi = (V,Ei)

の極大森の辺数を表す．つまり，r = |V | − 1のとき，

ロバスト修復可能マトロイド基問題は先に挙げた通信

ネットワークに対するロバスト修復可能最適化問題に

なる．

本論文の結果は以下の通りである．

1. ロバスト修復可能マトロイド基問題は NP 困難で

ある．それは，k ≥ 1が定数であり，Mが一様マ

トロイド，または，グラフ的マトロイドであって

も成り立つ．このとき，sは入力の一部であるこ

とに注意する．

2. s がパラメータであり，k が任意であるとき，ロ

バスト修復可能マトロイド基問題を解く固定パラ

メータアルゴリズムが存在する．特に，sが定数

であり，kが任意であるとき，ロバスト修復可能マ

トロイド基問題を解く多項式時間アルゴリズムが

存在する．このとき，Mは一様マトロイドやグラ

フ的マトロイドでなくてもよいことに注意する．

固定パラメータアルゴリズムとは次のようなアルゴ

リズムである．固定パラメータアルゴリズムを考える

問題では，入力とは別にパラメータと呼ばれる数値 p

が与えられる (そのような問題はパラメータ化問題と呼

ばれることがある)．そして，固定パラメータアルゴリ

ズムとは，ある関数 f : Z+ → Z+を用いて計算時間が

f(p)poly(n)と書けるものを指す (nは入力のサイズ，

polyは多項式)．例えば，2pn2 は固定パラメータアル

ゴリズムの計算時間となりうるが，npは固定パラメー

タアルゴリズムの計算時間となりえない．特に，pが

定数であるとき，固定パラメータアルゴリズムから多

項式時間アルゴリズムが得られるが，その際に計算時

間として現れる多項式の次数は pに依存しない．

固定パラメータアルゴリズムを持つパラメータ化問

題全体のクラスを FPT で表すことがある．固定パラ

メータアルゴリズムの詳細については教科書 [20, 7] を

参照のこと．

ロバスト修復可能マトロイド基問題は k = 0のとき簡

単に解けることを補足する．k = 0のとき，|B∩Ei| ≥ r

が成り立てばよいが，この条件が成り立つこととB ⊆ Ei

が成り立つことは同値である (|B| = rであるため)．し

たがって，Mを E1 ∩E2 ∩ · · · ∩Esに制限することに

よって得られるマトロイドの基を 1つ見つけ，そのサ

イズが rであることを確認すればよい．制限マトロイ

ドの基は貪欲アルゴリズムによって多項式時間で見つ

けることができる．

既存研究との関係

ロバスト修復可能マトロイド基問題は既存研究でも扱

われているが，そこではもっぱら重みに関する不確実性，

すなわち，重みの変化を論じている．すなわち，入力と

して，マトロイドM = (E, I)と各要素 e ∈ Eに対する

s+1個の重みw0
e , w

1
e , . . . , w

s
e ∈ R+と自然数k ∈ Nが与

えられ，出力として，s+1個の基B0, B1, . . . , Bs ∈ B(M)

で，各 i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して |B0 △ Bi| ≤ 2kを満

たし，かつ ∑
e∈B0

w0
e + max

i∈{1,2,...,s}

∑
e∈Bi

wi
e

を最小化するものを見つける問題である．この問題を

以後短く「重み変化版」と呼ぶことにする．本研究が扱

うロバスト修復可能マトロイド基問題は，任意の e ∈ E

と i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して，w0
e = 1であり，

wi
e =

1 (e ∈ Ei のとき)

∞ (e ̸∈ Ei のとき)
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表 1: ロバスト修復可能マトロイド基問題に対する結果．本論文の結果は「∗」で示している．
変化

重み 構造

マトロイド シナリオ数 s ロバスト性 k

一様 2 任意 NP 困難 [3]

一様 任意 2 NP 困難 [16]

グラフ的 2 0 NP 困難 [13]

一般 1 定数 多項式 [4]

一様 任意 1 NP 困難 [∗]
グラフ的 任意 1 NP 困難 [∗]
一般 パラメータ 任意 FPT [∗]

とすれば，定式化できる (∞は十分大きな正の定数で
あると見なす)．

M が一様マトロイドであるときを考える．Aver-

bakh [3] は重み変化版が s = 2 のときに弱 NP 困難

であることを証明した．Kasperski, Zieliński [15] は k

と sが入力の一部であるとき，重み変化版が強 NP 困

難であることを証明した．Kasperski, Zieliński [16] は

k = 2であるとき (しかし sは入力の一部であるとき)重

み変化版が強 NP困難であることを証明した．Kasper-

ski, Kurpisz, Zieliński [14] は重み変化版を任意の定数

倍で近似することが NP 困難であることを証明した．

近似比が ln s であるような近似アルゴリズムも知られ

ている [15, 14]．

M がグラフ的マトロイドであるときを考える．

Kasperski, Kurpisz, Zieliński [13] は s = 2かつ k = 0

であっても重み変化版が弱 NP 困難であることを証明

した．彼らはまた，sと kが入力の一部であるとき，こ

の問題が強 NP 困難であることも証明した．

一般のマトロイドに対して，Büsing [4] は s = 1か

つ kが任意の定数であるとき，重み変化版が多項式時

間で解けることを示した．しかし，そのアルゴリズム

は kに関する固定パラメータアルゴリズムではない．

以上，既存結果と本研究の結果を表 1 にまとめる．

既存研究におけるこれらの定理から本研究の結果が直

ちに導かれるわけではないことを補足する．

2 準備

点集合 V と辺集合 E を持つ無向グラフ G を G =

(V,E)で表す．特に述べない限り本論文においてはグ

ラフは全て無向，有限であるとする．無向グラフ G =

(V,E)に対して，辺部分集合 F ⊆ Eは，グラフ (V, F )

が閉路を含まないとき，森と呼ばれる．

E を有限集合とする．E 上のマトロイドとは，E と

以下の条件を満たす I ⊆ 2E によって構成される集合

システムM = (E, I)である．

(I1) ∅ ∈ I．

(I2) X ⊆ Y かつ Y ∈ I ならばX ∈ I．

(I3) X,Y ∈ I かつ |X| > |Y |ならば，Y ∪ {e} ∈ I を
満たす e ∈ X \ Y が存在．

集合 I ∈ I はMの独立集合と呼ばれ，EはMの台集

合と呼ばれる．

マトロイドM = (E, I)に対して，極大独立集合は
Mの基と呼ばれる．Mの基の族 Bは以下の性質を満
たす．

(B1) B ̸= ∅．

(B2) B1, B2 ∈ Bかつ e ∈ B1 \B2ならば，(B1 \{e})∪
{e′} ∈ Bを満たす e′ ∈ B2 \B1 が存在．

マトロイドM = (E, I)の全ての基のサイズが同じで
あることは容易にわかる．基のサイズをMのランクと

呼び，rk(M)で表すこととする．部分集合 X ⊆ E の

ランクとは I ⊆ X を満たす独立集合 I ∈ I の最大サ
イズで定義され，rkM(X)もしくは単に rk(X)で表さ

れる．つまり，rk(X) = max{|I| | I ∈ I, I ⊆ X} と
なる．

制限はあるマトロイドから別のマトロイドを得る操作

の一つであり，以下のように定義される．M = (E, I)
をマトロイド，F を E の部分集合とする．このとき，

Mの F 上への制限とは，I|F = {I ∩ F | I ∈ I}を満
たす集合族M|F = (F, I|F )である．M|F はマトロイ
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ドとなることが知られている．制限M|F はMからの

E \ F の除去とも呼ばれる．
マトロイドの典型的な例はグラフから構成されるも

のである．G = (V,E)を無向グラフとし，F でGの森

の辺の族とする．つまり F = {F ⊆ E | (V, F )は森 }
である．このとき (E,F)はマトロイドとなる．このよ

うなマトロイドはGの閉路マトロイドまたはグラフ的

マトロイドと呼ばれる．

他の典型的なマトロイドのクラスとして一様マトロ

イドがある．rを正の整数とする．さらに，有限集合E

に対して，I を E の部分集合でサイズが r以下のもの

の族とする．つまり I = {X ⊆ E | |X| ≤ r}である．
このときM = (E, I)はランク r の一様マトロイドと

呼ばれるマトロイドとなる．

本論文で用いる別のマトロイドのクラスとして分割

マトロイドがある．有限集合 Eの分割とは，Eの部分

集合の族 {E1, E2, . . . , Er}で，E1 ∪E2 ∪ · · · ∪Er = E

と，各 i ̸= jに対して，Ei ∩Ej = ∅を満たすことであ
る．有限集合Eの分割 {E1, E2, . . . , Er}上に定義され
た分割マトロイドとは，マトロイドM = (E, I)で，あ
る自然数 d1, d2, . . . , dr を用いて I が

I = {X ⊆ E | |X ∩ Ei| ≤ di (∀i ∈ {1, 2, . . . , r})}

として定義されるもののことである．

ロバスト修復可能マトロイド基問題の出力にある条

件 |B ∩ Ei| ≥ r − kは，ある Bi ∈ B(M|Ei)に対して

|B △ Bi| ≤ 2k が成り立つことと等価であることが分

かる．

補題 1. ランクが r のマトロイドM = (E, I)に対し
て，rkM(Ei) = rを満たす Ei ⊆ E と B ∈ B(M)を考

える．このとき，次の 2条件は等価である．

1. ある Bi ∈ B(M|Ei)に対して |B △Bi| ≤ 2k．

2. |B ∩ Ei| ≥ r − k．

証明. まず，あるBi ∈ B(M|Ei)に対して |B△Bi| ≤ 2k

が成り立つと仮定する．このとき，|B∩Ei| ≥ |B∩Bi| =
(|B|+ |Bi| − |B △Bi|)/2 ≥ (r + r − 2k)/2 = r − kと

なる．

次に，|B ∩ Ei| ≥ r − k であると仮定する．B ∈
B(M) ⊆ I(M)と (I2) が成り立つことから，B ∩Ei ∈
I(M|Ei

)となる．したがって，ある基 Bi ∈ B(M|Ei
)

が存在してB∩Ei ⊆ Biとなる．このとき，|B∩Bi| ≥
|B ∩ (B ∩ Ei)| = |B ∩ Ei| ≥ r − k である．ゆえに，

|B△Bi| = |B|+|Bi|−2|B∩Bi| ≤ r+r−2(r−k) = 2k

となる．

本論文では，マトロイドM = (E, I)を入力すると
きには，独立性オラクルを与えるものとする．つまり，

部分集合 X ⊆ E をクエリとして受け取り，X ∈ I が
成り立つかを判定できるオラクルとしてマトロイドM

を入力する．グラフ的マトロイド，一様マトロイド，分

割マトロイドに対して，そのようなオラクルは多項式

時間で具体的に構成でき，各クエリは線形時間で処理

できる．

マトロイドの共通独立集合問題は多項式時間で解く

ことができる [11]．これはマトロイド最適化において

基本的な事実である．M1 = (E, I1)とM2 = (E, I2)
をマトロイドとする．これらのマトロイドの交叉とは

M1 ∩M2 = (E, I1 ∩ I2) である．M1 ∩M2 は必ずし

もマトロイドとはならないことに注意する．しかしな

がら，最大サイズの X ∈ I1 ∩ I2 を多項式時間で求め
ることができる．

3 困難性

本節では，ロバスト修復可能マトロイド基問題がNP

困難であることを示す．

定理 2. 与えられるマトロイドが一様マトロイドであ

り，k ≥ 1が定数であっても，ロバスト修復可能マト

ロイド基問題は NP困難である．

証明. グラフ上の安定集合問題をロバスト修復可能マ

トロイド基問題へ帰着する．グラフの安定集合とは，点

部分集合 X で，すべての辺の高々一つの端点が X に

含まれるものである．安定集合問題とは，無向グラフ

G = (V,E)が与えられたとき，Gがサイズ tの安定集

合を持つかを判定する問題である．安定集合問題はNP

困難であることが知られている [12]．

与えられたグラフ G = (V,E)からロバスト修復可

能マトロイド基問題の問題例を以下のように構成する．

sで E のサイズを表し，k を正の整数とする．またマ

トロイドMを以下のように定義する．各 e ∈ E に対

して

Γe = {ve,j | j = 1, 2, . . . , k − 1}

と定義し，Γ =
∪

e∈E Γe と定義する．そしてMの台

集合を V + = V ∪ Γで定義する．またMの独立集合

の族を

I(M) = {X ⊆ V + | |X| ≤ t+ (k − 1)s}.

で定義する．マトロイドMはランク t+ (k− 1)sの一

様マトロイドである．各 e = uv ∈ E に対して，V +
e =
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V + \ ({u, v}∪Γe)と定義し，s個のシナリオ V +
e , e ∈ E

を用意する．よって，構成した問題例は (a) |X| = t+

(k− 1)s，(b) 任意の e ∈ Eに対して |X \V +
e | ≤ k（等

価な条件として |X ∩ V +
e | ≥ |X| − k）を満たす点部分

集合X ⊆ V +を見つけるものとなる．以下では，この

ようなX が存在するための必要十分条件が，Gがサイ

ズ tの安定集合を持つことであることを示す．

まず十分性を示す．Gがサイズ tの安定集合 I を持

つと仮定する．X = I ∪ Γと定義する．このとき，

|X| = |I|+ |Γ| = t+ (k − 1)s

が成り立つ．IはGの安定集合なので，任意の e = uv ∈
E に対して，|I ∩ {u, v}| ≤ 1が成り立ち，ゆえに，

|X \ V +
e | = |Γe|+ |I ∩ {u, v}| ≤ (k − 1) + 1 ≤ k.

が成り立つ．よって，X は条件 (a)と (b)を満たす．

続いて必要性を示す．ある点部分集合 X が条件 (a)

と (b)を満たすと仮定する．さらに，このようなXの中

で |X ∩Γ|を最大化するものを考える．このときX \Γ
がGの安定集合であることを示す．背理法で示すため

に，X \ΓがGの安定集合ではないと仮定する．このと

き，u, v ∈ Xを満たす辺 e = uv ∈ Eが存在する．つま

り，u, v ∈ X \V +
e となる．条件 (b)より，|X \V +

e | ≤ k

が成り立つため，

|X ∩ Γe| ≤ k − 2

が成り立つ．このことより，|Γe| = k − 1であるから，

ve,j ̸∈ X \ V +
e を満たす j が存在する．X ′ = (X ∪

{ve,j}) \ {u}と定義すると，X ′は (a)を満たす．さら

に，|X ′ \V +
e | ≤ |X \V +

e | よりX ′は (b)も満たす．し

かし，|X ∩Γ| < |X ′ ∩Γ|より，これはX が |X ∩Γ|を
最大化することに矛盾する．よって，X \ Γは Gの安

定集合となる．さらに，|X \ Γ| ≥ |X| − |Γ| = tより，

Gはサイズ t以上の安定集合を持つ．安定集合の部分

集合も安定集合であるから，Gはサイズ tの安定集合

を持つ．

一様マトロイドは必ずしもグラフ的マトロイドとは

ならないことに注意する．

定理 3. 与えられるマトロイドがグラフ的マトロイド

であり，k ≥ 1が定数であっても，ロバスト修復可能

マトロイド基問題は NP困難である．

証明. グラフ上の 3彩色問題をロバスト修復可能マト

ロイド基問題へ帰着する．グラフG = (V,E)の 3彩色

とは，写像 c : V → {1, 2, 3}で，任意の辺 uv ∈ Eに対

して c(u) ̸= c(v)を満たすもののことである．3彩色問

題は，グラフが与えられ，3彩色が存在するか否かを

判定する問題であり，NP困難であることが知られてい

る [12].

3彩色問題の問題例 Gが与えられたとする．このと

き以下のようにして，与えられた正の整数 kに対してロ

バスト修復可能マトロイド基問題の問題例を構築する．

H = (W,F )を以下のように定義される |V |+ k個の

点を持ち多重辺を含むスターとする．

W = {w0} ∪ {wv | v ∈ V } ∪ {w′
j | j = 1, . . . , k − 1},

F = {eiv = w0wv | v ∈ V, i ∈ {1, 2, 3}}

∪ {e′j = w0w
′
j | j = 1, . . . , k − 1}.

各 i ∈ {1, 2, 3}に対して，Fi = {eiv | v ∈ V }と定義す
る．さらに，F ′ = {e′j = w0w

′
j | j = 1, . . . , k − 1} と

定義する．つまり，F =
∪3

i=1 Fi ∪ F ′が成り立つ．ま

た与えられるマトロイドはH 上のグラフ的マトロイド

で定義される．さらに，以下のように 3|E|個のシナリ
オを構築する．各辺 uv ∈ E と i ∈ {1, 2, 3}に対して，

Ei
uv = F \

(
{eiu, eiv} ∪ F ′)

と定義する．このとき，構築した問題例は，任意の辺

uv ∈ Eと i ∈ {1, 2, 3}に対して，|B \Ei
uv| ≤ kを満た

すH の全域木 T = (W,B)を求める問題となる．この

条件は |B ∩ (F ′ ∪ {eiu, eiv})| ≤ k と等価である．さら

に，全域木 T は F ′ に含まれる辺を全て含む必要があ

るため，この条件は |(B \ F ′)∩ {eiu, eiv}| ≤ 1と等価で

あることがわかる．

ここからは，条件を満たす全域木が存在するための

必要十分条件が，Gが 3彩色を持つことであることを

示す．まず十分性を示すためにGが 3彩色 cを持つと

仮定する．このとき，

B =
{
ec(v)v | v ∈ V

}
∪ F ′

と定義する．すると T = (W,B)は全域木であり，任意

の辺 e = uv ∈ Eと i ∈ {1, 2, 3}に対して，c(u) ̸= c(v)

なので，|(B \ F ′) ∩ {eiu, eiv}| ≤ 1が成り立つ．

続いて必要性を示すために，Hが任意の辺 e = uv ∈ E

と i ∈ {1, 2, 3}に対して，|(B \F ′)∩{eiu, eiv}| ≤ 1を満

たす全域木 T = (W,B)が存在すると仮定する．すると

F ′ ⊆ Bが成り立ち，さらに B は任意の点 v ∈ V に対

して eiv (i = 1, 2, 3)からちょうど一つ辺を含んでいる．

彩色 cを，eiv ∈ Bが成り立つとき，またそのときのみ
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c(v) = iと定義する．このとき，任意の辺 uv ∈ E と

i ∈ {1, 2, 3}に対して |(B \ F ′) ∩ {eiu, eiv}| ≤ 1が成り

立つことより，任意の辺 uv ∈ E に対して c(u) ̸= c(v)

が成り立つ．これにより証明が完了する．

4 固定パラメータアルゴリズム：

準備

ここから，sをパラメータとするとき，ロバスト修復

可能マトロイド基問題が固定パラメータアルゴリズム

によって解けることを証明する．その前に，まず本節

では，sと k の両方をパラメータとするとき，ロバス

ト修復可能マトロイド基問題が固定パラメータアルゴ

リズムによって解けることを証明する．本節の内容を

準備として，sをパラメータとするときのアルゴリズム

は次節で説明する．

正の整数 sに対して，[s] := {1, 2, . . . , s}と定義する．
非空な部分集合X ⊆ [s]に対して，

EX =

(∩
i∈X

Ei

)
\

 ∪
i∈[s]\X

Ei


と定義する．すると，{EX | X ⊆ [s], X ̸= ∅}はサイズ
が高々 2s − 1の E の分割となる．

B をロバスト修復可能マトロイド基問題の解とする

と，

|B| = r (1)

および任意の i ∈ [s]に対して∑
X⊆[s] : i∈X

|B ∩ EX | = |B ∩ Ei| ≥ r − k (2)

が成り立つ．各X ⊆ [s]に対して tX = |B ∩ EX |と定
義すると，式 (1)は ∑

X⊆[s]

tX = r (3)

と，式 (2)は ∑
X⊆[s] : i∈X

tX ≥ r − k (4)

と書き換えることができる．

提案アルゴリズムは，まず式 (3)と式 (4)を満たす

{tX | X ⊆ [s]} を列挙し，その後それぞれの {tX |
X ⊆ [s]} の候補に対して，任意の部分集合 X ⊆ [s]

に対して |B ∩ EX | = tX を満たす基 B ∈ B(M) が

存在するかを判定する．もし，ある {tX | X ⊆ [s]}
に対してそのような基 B が存在すれば，B はロバス

ト修復可能マトロイド基問題の解となる．固定された

{tX | X ⊆ [s]}に対して，このような基 B は，Mと

{EX | ∅ ̸= X ⊆ [s]} 上に定義された分割マトロイドに
対する共通独立集合問題を解くことによって求めるこ

とができる．{EX | ∅ ̸= X ⊆ [s]}のサイズは 2s − 1 な

ので可能な {tX | X ⊆ [s]}の数は r2
s

で抑えることが

できる．よって，nを入力サイズとすると，このアルゴ

リズムの計算時間は O(r2
s

poly(n)) となる．以下では

この計算量を改良するために，可能な {tX | X ⊆ [s]}
の数が抑えられることを示す．

定理 4. ロバスト修復可能マトロイド基問題は

O((sk)2
s

poly(|E|))時間で解くことができる．

証明. ロバスト修復可能マトロイド基問題の与えられた

入力に対する解の1つをBとする．以下では |B\E[s]| ≤
skを示す．これは

∑
X⊊[s] tX ≤ skを意味し，よって

可能な {tX | X ⊆ [s]}の数が (sk)2
s

で抑えられ，証明

が完了する．

問題の定義より∑
i∈[s]

|B ∩ Ei| ≥
∑
i∈[s]

(r − k) ≥ s(r − k)

が成り立つ．一方で，∑
i∈[s]

|B ∩ Ei| =
∑
e∈B

|{i ∈ [s] | e ∈ Ei}|

≤ s|B| − |B \ E[s]|

= sr − |B \ E[s]|

が成り立つので，組み合わせると，|B \ E[s]| ≤ sk が

導かれる．

5 固定パラメータアルゴリズム：

主結果

前節では sと kに関する固定パラメータアルゴリズ

ムを提案したが，本節では sのみに関する固定パラメー

タアルゴリズムを提案する．そのために，マトロイド

多面体に関する Edmondsの結果を利用する．

補題 5 (Edmonds [11]). 任意のマトロイドM = (U, I)
と部分集合 I ⊆ U を考える．このとき，I ∈ I が成り
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立つための必要十分条件は，任意の部分集合 U ′ ⊆ U

に対して ∑
u∈U ′

χI(u) ≤ rk(U ′)

が成り立つことである．ただし，χI は I の特性ベクト

ルを表す．すなわち，u ∈ Iのとき，χI(u) = 1であり，

u ̸∈ I のとき，χI(u) = 0である．

以下の条件を満たす (t, x)全体の集合を P で表す．∑
X⊆[s]

tX = r, (5)

∑
X⊆[s] : i∈X

tX ≥ r − k (∀i ∈ [s]), (6)

∑
e∈EX

xe = tX (∀X ⊆ [s]), (7)

∑
e∈E′

xe ≤ rk(E′) (∀E′ ⊆ E), (8)

t ∈ Z2[s]

+ ,

x ∈ {0, 1}E .

補題 6. ロバスト修復可能マトロイド基問題の解が存

在するための必要十分条件は P ̸= ∅である．

証明. ロバスト修復可能マトロイド基問題の解 Bが存

在すると仮定する．各X ⊆ [s]に対して tX = |B∩EX |
と定義すると式 (5)と (6)を満たすことは第 4節にお

いて既に示した．x = χB と定義すると tX = |B∩EX |
より式 (7)が成り立ち，さらに，補題 5より式 (8)が満

たされる．よって (t, x) ∈ P が成り立つ．

P ̸= ∅ と仮定し，(t, x) を P の要素とする．B を

xe = 1を満たす e ∈ E の集合と定義すると，式 (5)と

(7) より |B| = rが成り立つ．よって式 (8)と補題 5よ

りB ∈ B(M)が成り立つ．さらに式 (7)より各X ⊆ [s]

に対して |B ∩EX | = tX が成り立つことより，任意の

i ∈ [s]に対して

|B ∩ Ei| =
∑

X⊆[s] : i∈X

|B ∩ EX | =
∑

X⊆[s] : i∈X

tX

が成り立つ．よって式 (6)より任意の i ∈ [s]に対して

|B ∩ Ei| ≥ r − k が成り立ち，B がロバスト修復可能

マトロイド基問題の解となることがわかる．

補題 6よりロバスト修復可能マトロイド基問題の解

の存在性を判定するためには，P ̸= ∅が成り立つかを判
定すればよいことがわかる．さらに補題 6の証明より，

P ̸= ∅ならば P の要素からロバスト修復可能マトロイ

ド基問題の解を構成することができることがわかる．

各部分族 S ⊆ 2[s] に対して，δ(S)で，e ∈ ES を満

たす S ∈ S が存在する e ∈ E の集合を表す．つまり，

δ(S) = {e ∈ E | ∃S ∈ S, e ∈ ES} である．

補題 7 (McDiarmid [19, Theorem 2]). 任意の t ∈ Z2[s]

+

に対して，式 (7)と式 (8)を満たす x ∈ {0, 1}E が存在
するための必要十分条件は∑

X∈S
tX ≤ rk(δ(S)) (∀S ⊆ 2[s])

が成り立つことである．

補題 7より，P が非空であるための必要十分条件は，

以下の条件を満たす tが存在することである．∑
X⊆[s]

tX = r, (9)

∑
X⊆[s] : i∈X

tX ≥ r − k, (∀i ∈ [s]), (10)

∑
X∈S

tX ≤ rk(δ(S)) (∀S ⊆ 2[s]), (11)

t ∈ Z2[s]

+ . (12)

このような tが存在したとき，Mと以下のように定義

されるマトロイドM′ = (E, I ′)

I ′ = {I ⊆ E | ∀X ⊆ [s], |I ∩ EX | ≤ tX}

の最大共通独立集合 I∗を求め，x = χI∗ と定義するこ

とにより，式 (7)と式 (8)を満たす x ∈ {0, 1}E を求め
ることができる．

式 (9)–(12)を満たす tが存在するか判定するために，

整数計画法のアルゴリズムを用いる．次の補題にある

ように，整数計画法に対する固定パラメータアルゴリ

ズムが知られている．

補題 8 (Lenstra [17]). 有限集合 U, V に対して，行列

A ∈ RV×U とベクトル b ∈ RV を考える．行列 Aのラ

ンクが ℓであるとき，以下の集合

{x ∈ ZU | Ax ≤ b}

が空か否かを判定する問題を解く固定パラメータアルゴ

リズムが存在する．ただし，パラメータは ℓである．

補題 8の問題を解く現在最速の固定パラメータアル

ゴリズムの計算時間は 2O(ℓ log ℓ)と入力サイズの多項式

の積で表される [8, 9]．

式 (9)–(12)を補題 8の形式で書くとき，その係数行

列の行数は 2s，列数は 2s + s+3となる．したがって，

補題 8 を ℓ ≤ 2s として適用でき，以下の定理が得ら

れる．
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定理 9. ロバスト修復可能マトロイド基問題は

O(2O(s2s)poly(|E|))時間で解くことができる．

特に，s = O(log log |E|)のとき，ロバスト修復可能
マトロイド基問題は多項式時間で解けることが分かる．

6 結論

ロバスト修復可能最適化問題の一例に対して，固定

パラメータアルゴリズムを設計した．問題の NP困難

性 (定理 2, 3)より，P ̸= NPならば，厳密アルゴリズ

ムの計算時間が指数関数的に依存することは避けられ

ない．しかし，設計した固定パラメータアルゴリズム

では計算時間の指数関数性がシナリオ数 sにしか依存

しないところまで低減できている (定理 9)．

今後の展望として，計算時間を改善することのように

自明なものの他に，ロバスト性に対する別のモデル化を

考察することが挙げられる．本論文では，maxi |B△Bi|
によってロバスト性を定量化したが，他にも

∑
i |B△Bi|

で定量化することも考えられる．これは第二段階の修

正費用の期待値を抑えることに対応する．
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