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1 はじめに
与えられたボタン＆シザーズ [2]の盤面が解

を持つか否かを問う問題，ボタン＆シザーズ問
題が NP完全であることや，一次元ボタン＆シ
ザーズ問題は多項式時間で解くことができるこ
とが知られている [1]．しかし，一次元ボタン＆
シザーズ問題の多項式時間解法 [1]は，文脈自
由言語で表現できることを示し CYK法を用い
ているため，盤面（文字列）のサイズ nに対し
O(n3)時間かかる．これは 2色の場合も同様で
ある．我々は 2色一次元ボタン＆シザーズ問題
の解が Yesである必要十分条件を与える．そし
てそれを用いた線形時間解法を与える．

2 一次元ボタン＆シザーズ
一次元ボタン＆シザーズの問題は図 1のよう

に 1× nマスからなる盤面上の各マスに色付き
のボタンが高々 1つ存在する形で与えられる．

図 1 2色一次元ボタン＆シザーズの例

盤面に存在するボタンの色が k種類以下であ
るとき，k 色一次元ボタン＆シザーズと呼ぶ．
唯一の操作であるカットを適用することですべ
てのボタンを取り除くことを目的としており，
カットは次のように定義される．
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カット. 盤面上の異なる 2つの同色のボタンを
端点とした線分上のボタンをすべて取り除く行
為をカットと呼ぶ．ただし，線分上のボタンは
全て同色である必要がある．

図 2 2色一次元ボタン＆シザーズの解法

図 2は図 1の解を表しており，番号の順番に
カットを適用することで解くことができる．上
述した解法と異なるカットから始めた場合は必
ず行き詰まり，貪欲にカットを適用するアルゴ
リズムでは解の存在の判定を保証できない．k

色一次元ボタン＆シザーズ問題は次のように定
義される．

k色一次元ボタン＆シザーズ問題.

入力 : サイズ n の k 色一次元ボタン＆シザー
ズの盤面（nは自然数）．

出力 : 解が存在するか否か（Yes or No）．

k 色一次元ボタン＆シザーズの盤面に対し，
ボタンの色に 0から k − 1までの数字を割り当
て，空のマスに λを割り当てることで，文字列
として表現する．

定義 1 (文脈自由言語 BSk[1]). 整数 k ≥ 1，
i ∈ {0, . . . , k− 1}に対し，言語 BSk は次のよう
に定義される（γ は空語）．

S → γ | λ | SS | iSi | iSiSi
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3 文字列の前処理
左シフトとは，図 3のように文字列の末尾の

文字を先頭に移動させる操作である．

図 3 左シフト

連長圧縮とは，文字列中の連続した文字を連
続した長さを用いて圧縮するアルゴリズムであ
る．例えば，01100は 011202に圧縮される．01

や 12 などの一つの連続した文字のかたまりを
連と呼ぶ．文字列 vを連長圧縮した後の連の個
数を vの圧縮表現長と呼び，||v||で表す．本研
究では，入力文字列に対し次のように定義され
る前処理を行う．

前処理.

1. 文字 λをすべて取り除く．
2. 先頭と末尾が異なる文字になるまで左シフ
トする．

3. 連長圧縮する．
4. 末尾の連の指数が 2以上になるまで連単位
で左シフトする．

図 4 前処理の適用例

前処理は長さ nの文字列に対し，O(n)時間
で可能である．また，前処理の性質として補
題 1を証明した．

補題 1. 前処理を行っても文字列がBSkに属し
ているか否か（すなわち，盤面を解くことがで
きるか否か）は変わらない．

4 必要十分条件とアルゴリズム
前処理後の文字列には 0 の連と 1 の連が交

互に存在し，先頭と末尾の文字が異なること
から ||v||は偶数である．連長圧縮後の文字列 v

の部分文字列のうち，01 と 11 からなる極大な
部分文字列を負荷列と呼ぶ．v に圧縮表現長が
||v||/2以上の負荷列が存在するとき，v は過負
荷であるといい，そうでないならば軽負荷であ
るという．定理 1を証明した．本定理に基づく
線形時間アルゴリズムは容易に設計できる．

定理 1. 2色一次元ボタン＆シザーズは，盤面
を前処理した文字列 vが軽負荷であるとき，か
つそのときに限り解くことができる．そして，
2色一次元ボタン＆シザーズ問題は O(n)時間
で解くことができる． 2
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