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シンプレクティック・レイ・トレーシングによる

ブラックホールの可視化
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1 はじめに
現代物理学においても先端的な話題であるブラッ

クホール [1]は、その神秘的な名称や特徴のある性質
から専門家に限らず一般の人々の関心も高い。しか
し、ブラックホールを理解するためには難解な一般
相対論を学ばねばならず、物理学を専門としない人
にとっては負担が大きい。ところが近年、可視化技
術の発展により、ブラックホールが存在する光景の
CG画像を正確に作成して視覚に訴えることにより、
専門家でない人でもブラックホールの振る舞いや性
質を直感的に理解することが可能となってきた [2]。
物理学の初学者にブラックホールを理解させるこ

とを可視化の目的とすると、可視化結果は実際の観
測結果と矛盾しない、忠実で正確な画像である必要
がある。ただし、ブラックホールの観測技術は確立
されていないので、少なくとも理論的背景である一
般相対論に忠実である必要がある。
このような目的のためのブラックホールの可視化
研究は、山下の手法 [3]が提案されて以来、重力場
光線追跡法あるいはブラックホールのレイ・トレー
シングと呼ばれて研究されてきた [4][5]。重力場光線
追跡法は、一般に広く使われている CG作成技法で
あるレイ・トレーシング法 [6]を拡張したもので、直
進する光線に限らず、ブラックホールの影響を受け
て曲進する光線の軌跡を計算して追跡し、CG画像
を生成しようとするものである。これらの手法では、
測地線の方程式と呼ばれる微分方程式を解くことに
よって光線の軌跡を求めている。
従来の手法では測地線の微分方程式を Runge-

Kutta 法などで数値的に解くのが一般的であるが、
数値解析法の種類によって程度は異なるものの、必
ず計算の過程で打ち切り誤差が発生する。そしてブ
ラックホールの存在する宇宙空間で長い間光線の追
跡をしていると、その誤差が蓄積し、可視化結果が
理論に忠実なものでなくなってしまうという問題が
生じる。
そこで本報告では、測地線の微分方程式を解くの
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ではなく、光線の運動に関する情報を含むハミルト
ニアンと呼ばれる物理量を使うハミルトンの正準方
程式を解くことによって光線の軌跡を計算するシン
プレクティック・レイ・トレーシング法を提案する。
ハミルトンの正準方程式は、シンプレクティック数
値解析 [7]を用いることにより蓄積誤差を発生させず
に数値的に解けることが知られている。提案手法は
その性質を利用することで、相対論に忠実にブラッ
クホールを可視化する。

シンプレクティック・レイ・トレーシングを用い
るためには、可視化対象とするブラックホールに対
するハミルトニアンが必要となる。本論文では従来
研究において可視化例が報告されているいくつかの
ブラックホールに対するハミルトニアンを示し、そ
の可視化例を示す。

2 ブラックホールの可視化

ブラックホールの可視化手法においては、ブラック
ホールが時空を歪ませるという性質に着目して、ブ
ラックホールが存在する時空にいくつかのオブジェ
クトを配置し、そのオブジェクトがどのように歪ん
で観測されるかによって、間接的にブラックホール
を表現するのが一般的である。そして観測画像の作
成には、物体から発せられた光線がどのように観測
者の視点に入るかを調べるレイ・トレーシング法が
採用される．

一般相対論によると、ブラックホールの存在は時
空を歪ませる。するとその影響で、地球上では直進
する性質のある光線も、曲がって進むことがある。そ
のため、ブラックホールの可視化には通常のレイ・ト
レーシング法をそのまま適用することはできず、曲
がって進む光線の動きを計算して追跡するように拡
張する必要がある。

従来のブラックホールの可視化研究においては、
光線の軌道は直線の概念を拡張した微分幾何学の概
念である測地線の微分方程式を解くことによって計
算される。測地線の微分方程式である２階の非線形
微分方程式は、Runge-Kutta型の数値解法によって
解くことができるが、計算速度を上げるために差分
の刻み幅を大きくすると数値計算の誤差が大きくな
る。そして刻み幅を小さくすると打ち切り誤差は小
さくなり真の解に近づくが、それでも計算時間が増



加するに従って計算機の数値の内部表現の影響で丸
め誤差が蓄積されるという問題がある [8]。この問題
は、Runge-Kutta法に限らず測地線の微分方程式を
計算する限り必ず発生する。ブラックホール近傍の
ように時空の歪みが急激に変化するような場合，光
線を追跡していると、わずかな計算誤差によって光
線が理論とは全く異なる方向に進んでしまうことが
十分考えられ、このような手法では作成された CG

画像の信頼性が失われてしまう。
そこで本研究では、これまで可視化対象とされて

きたブラックホール時空での光線の運動は、測地線
の方程式でなくともハミルトンの正準方程式によっ
て記述可能であるという点に注目する。ハミルトン
の正準方程式は、ハミルトニアンという量を微分す
ることによって構成される一階の微分方程式である。
ハミルトンの正準方程式を用いることの大きな利点
の一つは、ハミルトンの正準方程式に対しては誤差
を蓄積させずに解くことができるシンプレクティッ
ク数値解析という手法が存在するということが挙げ
られる．本報告では、ブラックホール時空での光線
の軌道を表すことの出来るハミルトニアンを導き、
ハミルトンの正準方程式をシンプレクティック数値
解析を使って解いて光線の運動を計算し、その結果
をレンダリングすることによってブラックホールを
可視化するシンプレクティック・レイ・トレーシング
法を提案する．

3 ハミルトン力学とシンプレクティック数
値解析

本節では、シンプレクティック・レイ・トレーシン
グを説明するために必要なハミルトン力学とシンプ
レクティック数値解析について述べる。ハミルトン
力学 [9]では、位置を示す座標は通常の x�y�z座標
系である必要はなく、極座標系 (r; �; �)を用いても、
ある地点からの距離 (s; l; p)を用いてもかまわないの
で、これらをまとめて一般化座標 qi(1 � i � n)とし
て扱う。座標成分に対応する運動量は pi(1 � i � n)

とする。ハミルトン力学は、この (pi; qi)を用いた 2n

個の成分より構成される 2n 次元の位相空間内で物
体の運動を捉えるのが特徴である。
ハミルトン力学においてニュートンの運動方程式

に対応するような基礎方程式は、次のハミルトンの
正準方程式である。8>><

>>:
dpi

dt
= �

@H

@qi

dqi

dt
=

@H

@pi

(1)

ここでHはハミルトニアンと呼ばれるスカラー関数
で、p、q、及び時間 tの関数である。

式 (1)より分かるように、物体の時間変化による
運動は全てハミルトニアン Hによって決まる。物理
的にはハミルトニアン Hは系全体のエネルギーを意
味し、例えばハミルトニアン Hが時間と共に変化し
ない、つまりパラメータとして時間 tを含まないと
き、ハミルトニアンは不変となり力学的エネルギー
保存の法則を意味する．
ハミルトンの正準方程式に対しては、シンプレク

ティック数値解析という有効な数値解析法が存在す
ることが知られている。シンプレクティック数値解
析は、次式で定義されるシンプレクティック性の保
存を保証する手法である：

X
dpi(t) ^ dqi(t) =

X
dpi(t+�t) ^ dqi(t +�t)

(2)

この定義の意味は、ハミルトンの正準方程式 (1)の
時間発展

(q(t); p(t))! (q(t+�t); q(t +�t)) (3)

に対し、エネルギーが一定の物理現象については，数
値解析上もエネルギーを一定に保つということであ
る。逆に言うと，通常の，例えば Runge-Kutta法で
はシンプレクティック性を保存しないので、エネル
ギーが一定であるべき現象の数値解析をしても、エ
ネルギーが無限に増大したり減少したりするなどの
現象が理論的に起こる，ということである。Runge-
Kutta法などの場合，一般に

X
dpi(t)^dqi(t) =

X
f(q; p)dpi(t+�t)^dqi(t+�t)

(4)

となり、2n 次元位相空間内での面積素 dp ^ dqが
f(q; p) 倍になる。この f(p; q)は、数値解法の打ち
切り誤差のオーダーによって決まる定数である。こ
の結果はリュウビルの体積不変の定理 [9]に反するこ
とを意味し、物理法則に対し忠実な結果を表さない。

4 シンプレクティック・レイ・トレーシング
4.1 処理手順

本節では、与えられたブラックホールに対するハ
ミルトニアンを使ったシンプレクティック数値解析
に基づいて光線の軌跡を求め、ブラックホールを可
視化するシンプレクティック・レイ・トレーシング
の手法を提案する。まずシンプレクティック・レイ・
トレーシングの処理の概略を図 1に示す．入力され
たハミルトニアンに対してシンプレクティック性を
保存したまま、配置オブジェクトに光線が衝突する
かブラックホールに吸い込まれるまで光線の軌道の
数値計算を繰り返す。以下に、シンプレクティック・
レイ・トレーシングの具体的なアルゴリズムを示す．
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図 1: シンプレクティック・レイ・トレーシングの処

理手順

(1) 可視化対象にするブラックホールを決定し、そ
のために必要なハミルトニアンを選択する。

(2) 観測方向を定め、それによりスクリーン座標系
を設定する。

(3) スクリーン上の点 (i; j)を見る視線ベクトルを
計算する。

(4) 視線ベクトルの方向に向けて、光線を発射する。
(4.1)ハミルトンの正準方程式をシンプレクテ

ィック数値解析によって解き、現在の位相
空間内の光線の位置znから次の位置zn+1

を求める。
(4.2)ハミルトニアン Hの変化率があまりに急

激だったり、あまりに長い間光線がどの
オブジェクトにもぶつからなかった場合，
光線はブラックホールに吸い込まれたか、
宇宙の無限遠方に飛んでしまったと判断
して、スクリーン上の点 (i; j)に黒をプ
ロットして (3)に戻る。

(4.3)zから一般化座標成分を取り出した半直線
qn+1qnが、オブジェクトの表面と交差し
ていないかどうか調べる。交差していれ
ば、その点のオブジェクトの色を調べて、
スクリーン上の点 (i; j) に色をプロット
する。交差していなければ、zn  zn+1

として、(4.1)に戻る。

以上の一連の手順のうち、(4)は発射される光線の数
だけ実行される。光線同士は互いに他の光線の運動
に干渉しないと仮定すると、この部分は並列に処理
することができる。
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図 2: 設定する世界モデル

4.2 ハミルトンの正準方程式の数値解法

(4.1)のハミルトンの正準方程式に対するシンプレ
クティック数値解法は様々なものが提案されている
が [10][11]、今回の本研究の実装では次のようなアル
ゴリズムを採用する。
z = (p;q)、f(z) = (�@H=@qi; @H=@pi)と置き、

以下の計算をする。
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ここで、�は刻み幅を表す定数である。この公式はk1、
k2について陰的なので、適当な回数だけ反復計算をす
る必要がある。ここに示した計算によるzn ! zn+1

という写像はシンプレクティック性を保存すること
が、直接計算により容易に証明できる [12]。また、打
ち切り誤差は 4次のオーダーである。
一般に、ブラックホール時空での光線の運動を表

すハミルトニアンは時間的に不変となるので、数値
計算結果からハミルトニアンを計算し、初期値から
どの程度ずれているか調べることによって数値計算
の局所誤差が計測できる。この処理は上記のアルゴ
リズムの (4.2)の部分に含まれている。

5 生成画像例
図 2のように配置されたブラックホールとオブジ

ェクトを、観測者の視点から見た光景の可視化結果
を紹介する。本節で結果を紹介するブラックホー
ルは、球対称ブラックホール [4][13][14][15]、軸対
称ブラックホール [4][16] の 2 種類である。また、
背景画像には NASA の Hubble Space Telescope

Public Pictures のうち，Dust in Spiral Galaxies

(htts://www.astr.ua.edu/keel/research/dust.html)



を用いた．ブラックホールの近傍に配置する球オブ
ジェクト（テスト粒子）の表面には、地球の温度分
布を表した画像データをマッピングする。以下，座
標系は４次元極座標系 (t; r; �; �)を使用する。
まず、比較のためにブラックホールが存在しない

時空で光線追跡をした結果が図 3である。この場合，
ハミルトニアンは

H =
p
2
t

2
�

p
2
r

2
�

1

r2

p
2

�

2
�

1

r2 sin2 �

p
2
�

2
(5)

となる。
次に球対称のブラックホールを配置した例が図 4

である。ハミルトニアンは次のものを使用すれば実
現できる．
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rgは質量を表すパラメータで、図 4においては rg =

0:2と設定した。中央部の黒い部分がブラックホー
ルである。ブラックホール周囲の画像は歪んでおり、
重力レンズ効果が確認できる。
質量の他に、一定速度で回転している軸対称のブ

ラックホールを配置した例が図 5である。回転の軸
は鉛直方向になっている。この場合のハミルトニア
ンは次のものである。

H =

�
1 +

rgr(a2 + r
2)

�2�
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ここで、�
2 = r

2 + a
2 cos2 �、� = r

2 � rgr + a
2、

aは角運動量に相当するパラメータでである。図 5

においては a = 0:5 と設定した。また、このハミ
ルトニアンは，電荷を表すパラメータ eを用意して
� = r

2 � rgr+ a
2 + e

2と定義し直すことにより、電
荷を持つブラックホールにも拡張できる。星が崩壊
してブラックホールになる場合，途中の過程は複雑
であるが最終的には質量と角運動量と電荷だけをパ
ラメータとして持つことが知られており [17]、この
ハミルトニアンで大抵のブラックホールは扱うこと
ができる。
図 3によると明るい銀河が二つ存在するが、図 5

では様相が変わっている。ブラックホール周囲の光
の輪には左下と右上に塊があり、実はこの二つは同
じ銀河である。また非常に小さいがブラックホール
の左上に小さな光の塊があり、これは画像中右下の
銀河と同一のものである。このように２重に観測さ
れるのは、重力レンズ効果の典型的な例である。

図 5でも回転の影響は現れているが、さらに調べ
るために軸対称ブラックホールを上から観測したの
が図 6である。球オブジェクトが時計回り方向に引き
ずられるように伸びていることから、ブラックホー
ルの回転方向が分かる。

6 おわりに
本報告で提案した手法「シンプレクティック・レイ・

トレーシング」は、(1)ブラックホール時空をハミル
トン力学によりモデル化し、(2)シンプレクティック
数値解法により光線の運動方程式を解き、(3)光線追
跡法により CGを作成することを達成した。ハミル
トン力学による定式化により、誤差の蓄積が理論的
に発生しないシンプレクティック数値解析を使用で
きるようになり、結果的には測地線の計算をするよ
り数式も簡単になった。
しかしまだ本手法には多くの改良課題が残されて
いる。まず、刻み幅が一定のシンプレクティック数値
解法に対し、もし刻み幅が時空の曲率によって変化
させられる解法を構成できれば、かなりの高速化に
つながる。現在のところシンプレクティック性を保
存しながら刻み幅を変化させる手法の開発には成功
していない [18]。また、計算結果の可視化に工夫が
少なく、写実的ではあるがコンピュータによる可視
化としては情報量が少ないと言わざるを得ない。例
えば、空間の歪み具合いをボリュームレンダリング
で示すなどの可視化手法としての工夫が必要である。
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図 3: ブラックホールが存在しない平坦な時空。

図 4: 球対称ブラックホールを正面から観測した場

合。中央部の黒い部分にブラックホールが存在する。
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図 5: 軸対称ブラックホールを正面から観測した場合。画像の鉛直方向にブラックホールの軸がある。
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図 6: 軸対称ブラックホールを上から観測した場合。観測者はブラックホールの軸上に存在する。


